’J CLAUSTRO PEvVAU julio 2021 - Matematicas aplicadas a las CCSS II.

CENTRO DE ENSENANZA UNIVERSITARIA Examen resuelto

Ejercicio 1.-
2 1 0
Se consideralamatrizA=(1 0 2

0 2 a
a) (0.7 puntos) Determine para qué valores del pardmetro a, la matriz A tiene inversa.

b) (1 punto) Para a = 1, calcule la inversa de A.
c) (0.8 puntos) Para a = 1, resuelva la ecuacién matricial A - X = Bt,siendoB=(0 1 -1)

Solucién:
a) La matriz A tiene inversa si [A] # 0

Calculamos el determinante de A e igualamos a cero:

21 0
1 0 2|=—8—a=0=a=-8
0 2 a

Por tanto, la matriz A tiene inversa sia # —8

2 10
b) Paraa=1,A=(1 0 2

0 2 1

Calculamos la matriz A1
Primero: Como |A| = —-1-8=—-9%# (0= 3471

Segundo: Calculamos la matriz adjunta de A

_10 21 _ _ |1 0]_ _ 1 0]_
A11_|2 1 - 4 A21_ |2 1|_ 1 A31_|0 2|_2
1 2 2 0 2 0
A12=_|0 1|:_1 A22=|o 1~ A32=_|1 2l =4
11 0] _ _ 12 1y_ _12 1_ _
A13_|0 2|_2 A23_ |0 2|_ 4 A33 |1 0 - 1
-4 -1 2
Portanto, Adj(A) =| -1 2 —4
2 -4 -1
Tercero: Trasponemos la matriz adjunta.
-4 -1 2
Adj(A)=(-1 2 -4
2 -4 -1
4 2
Adj(AY) 1 —4 -1 2 2 92 49
e A-1 — — — fnl i =
Cuarto: A == = s -1 2 —4)=] 3 s o
2 -4 -1 _2z2 4 1
9 9
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g i _2
9 9 9
—_ 1 2 4
Portanto,A™ ' =| = —-= =
9 9 9
2 £ 1
9 9 9
JAX=Bte X=A1-B¢
1
. -4 -1 2 0 . -3 32
X=—5' -1 2 -4 1 =3 6 |= -3
2 -4 -1 -1 -3 1
3
1
3
2
Luego, X = -3
4
3
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CENTRO DE ENSENANZA UNIVERSITARIA Examen resuelto

Ejercicio 2.-
Se consideran las siguientes inecuaciones:

5x—4y < -19 3x —4y < —13 x=-7 —xX—y=2
a) (1.5 puntos) Represente la region factible definida por las inecuaciones anteriores y determine sus vértices.
b) (0.5 puntos) ¢ Cuéles son los puntos en los que se alcanzan el minimo y el méximo de la funcién G(x,y) = —%x + Zy enla
citada regidn factible? ¢ Cudl es su valor?
c) (0.5 puntos) Responda de forma razonada si la funcién G (x,y) = — %x + gy puede alcanzar el valor% en la regién

factible hallada.

Solucién:
a) Se tienen las siguientes restricciones:

5x —4y < —-19 (1)
3x —4y £ 13 (1y)
x = =7 (ry)
—x—y=2(r3)

Vamos a esbozar el recinto limitado por las restricciones del problema. Para ello vamos a construir una tabla de valores para
cada recta y determinar cual seria la regién que debemos de tomar:

ri:5x—4y=-19

X y
0 4,75
-38| 0

Si tomamos el punto (0, 0), sustituyendo en la inecuacién 5x — 4y < —19 tenemos que 0 < —19 (FALSO). Por tanto, la region
estaria por “encima” de la recta ;.

r;:3x —4y = —-13

Si tomamos el punto (0, 0), sustituyendo en la inecuacién 3x — 4y < —13 tenemos que 0 < —13 (FALSO). Por tanto, la regién
estaria por “encima” de la recta ;.

r3:—x—-y=2
x
0 -2
-2 0

Si tomamos el punto (0,0), sustituyendo en la inecuacion —x — y = 2 tenemos que 0 = 2 (CIERTO). Por tanto, la region
estaria por “debajo” de la recta 5.

Por tanto, la region factible es la que se muestra en la representacion grafica siguiente:
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8 Calculemos los vértices:
T4 .. x=-=7
5 o El vértice A es el punto de corte de larectar, y ry: 3x — 4y = —13
T3 5 =
f Resolviendo el sistema obtenemos que A(—7,—2)
o x=-=7
2 * El vértice B es el punto de corte de larectar, yr3:)_ . _ y =2

Resolviendo el sistema obtenemos que B(—7,5)

— 0 2
5x —4y =-19
\ e El vértice C es el punto de corte de larectary y 13: {_); _ yy: 2

Resolviendo el sistema obtenemos que C(—3,1)

Por tanto, la regidn factible es la que se muestra en la imagen anterior de vértices A(—7,—2), B(—=7,5)y C(-3,1)

b) Sustituimos las coordenadas de cada vértice en la funcién objetivo G (x,y) = — %x + zy

18

G(A)=G(—7,—2)=§_5= :

144125 _ 139
10 10

G(B):G(—7,5)=§+§=

G(C)=G(—3,1)=§+§=6+_25_£

10 10

., . . 18 (.
Por tanto, La funcién G (x, y) alcanza su minimo en el punto A(—7, —2) con un valor de -5V alcanza su maximo en el punto

B(—7,5) con un valor de %.

<)

oz 47 Zon 04 139
La funcién G(x, y) no puede alcanzar el valor ~ Yaque supera el valor maximo de la funcién, que es -
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Ejercicio 3.-
2%t si x <0
x>—2x si x=0
a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de la funcién f en su dominio.
b) (0.8 puntos) Estudie la monotonia de la funcién f y calcule el minimo.

c) (0.7 puntos) Calcule f_zzf(x) dx

Se considera la funcién f(x) = {

Solucién:

a) Como las funciones parciales que forman f(x) estan bien definidas en los intervalos donde se definen, el dominio de la

funcion es: Dom f(x) = R

La funcidn es continua y derivable en su dominio de definicion salvo, quizas, enx = 0
e Continuidadenx =0

f@=0

lim (x2—-2x)=0
x—0t

lim 2**1 =2
x—-0"

Como lir(§1+ flx) + lirgl_ f(x), la funcién no es continua en x = 0, presentando una discontinuidad de salto finito.
Pl xX—

Por tanto, f(x) es continuaen R — {0}

e Derivabilidad en x = 0
Como en x = 0 hemos visto que la funcidén no es continua, implica que tampoco es derivable en dicho punto.
Por tanto, f(x) es derivable en R — {0}

Resumiendo, la funcion es continua y derivable en R — {0}
b) Para estudiar la monotonia, vamos a hallar la primera derivada de la funcion:

rron _ (2%¥1.In2 si o x <0
f(x)—{ 2x — 2 si x>0

Estudiamos el signo de f'(x)

*Six <0
2**1.1n2=0
No tiene solucién pues la exponencial nunca se anula.

eSix>0
2x—2=0e=x=1
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Intervalos (—0,0) 0,1) (1, +0)
Signo de f'(x) + - +
7 N 7
Crece Decrece Crece

Luego f(x) crece en (—0,0) y en (1,+) y decrece en (0,1)

La funcidn tiene un minimoenx = 1con f(-1) =1-2=-1

Por tanto, f(x) crece en (—,0) y en (1,+) y decrece en (0,1) y tiene un punto minimo en P(1,—1)

c) f_zzf(x) dx = f_02 2%+ dx + foz(x2 —2x)dx = [

2X+1
In2

2

0 3

X 2
|L+F5-#],=
-2 3 0 In2

Por tanto, f_zz f(x)dx =0.83

) +f-
2:ln2 3

J

3

4] =2 _2-083

2in2
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Ejercicio 4.-
El nimero de diagnosticados de COVID-19 por PCR en Andalucia, medido en miles de personas, se aproxima por la siguiente
funcion:
—t?2+2t—0.3 si 02<t<18
f(t) =40.1t - 0.12 si 18<t<5

—0.5t2+8.3t—2862 si 5<t<10
Donde t es el tiempo, medido en meses, a partir del inicio de conteo en el mes de marzo de 2020.

a) (1.5 puntos) Estudie la continuidad y derivabilidad de la funcién en su dominio.
b) (1 punto) ¢En qué instante o instantes es maximo el nimero de diagnosticados? ¢ Cual es ese nimero?

Solucion:

a) Como las funciones parciales que forman f(t) estdn bien definidas en los intervalos donde se definen, el dominio de la
funcién es: Dom f(x) = [0.2,10]
La funcidn es continua y derivable en su dominio de definiciéon salvo, quizés,ent = 1.8yt =5
e Continuidadent = 1.8
f(1.8)=—-(1.8)2+2-1.8-0.3=0.06
tlilr%+(0.1t —0.12) = 0.06

lim (—t?+ 2t —0.3) = 0.06
t—1.8~
Luego, f(t) es continuaent = 1.8

e Continuidadent =5
f(5)=01-5-0.12=10.38
tlir§1+(—0.5t2 + 8.3t — 28.62) = 0.38

tlirSn_(O.lt —0.12) = 0.38
Luego, f(t) es continuaent =5

Por tanto, f(t) es continua en [0.2,10]

Para hallar la derivabilidad, derivamos la funcion:

—2t+2 si 02<5t<138
f'®)=<01 si 1.8<t<5
—t+83 si 5<t<10
e Derivabilidadent = 1.8
f'@8*) = tlilr%+ 01=01
f'(187) = lim (-2t +2) =16

Como f'(1.8%) # f'(1.87), la funcién no es derivableent = 1.8
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e Derivabilidadent =5
f'(s%) = ,}ifgl(—f +8.3)=33
f'67) = tlir?_ 0.1=0.1

Como f'(5%) = f'(57), la funcién no es derivableent = 5

Luego, f(t) es derivable en [0.2,1.8) U (1.8,5) U (5,10]

Resumiendo, f(t) es continua en [0.2,10] y derivable en [0.2,1.8) U (1.8,5) U (5,10]

b) Estudiemos el sigho de f'(t)

eSi0.2<t<1.8
—2t+2=0=t=1

eSi1.8<t<5

01=0

No tiene solucidn, es decir, no hay extremos en su intervalo de definicidn.
eSi5<t<10

—t+83=0t=83

Intervalos (0.2,1) (1,1.8) (1.8,5) (5,8.3) | (8.3,10)
Signo de f'(x) + — + + —
7 N 7 7 N

Crece Decrece Crece Crece Decrece

Como f(t) crece en (0.2,1),(1.8,5) y (5,8.3) y decrece en (1, 1.8) y (8.3,10), entonces los méximos de la funcién se
encuentranent =1yt =8.3

Veamos qué valor es el mas alto para determinar el maximo absoluto:
f1)=-12+2-03=0.7
f(83)=-0.5-8.32+83-83—28.62 = 5.825

Por tanto, el nimero de diagnosticados es maximo a los 8.3 meses, siendo de un nimero maximo de 5825 personas.
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Ejercicio 5.-

En una poblacidn, se sabe que el 15 % de las personas padece una determinada enfermedad. Si la persona esta enferma, un
test da positivo en el 92 % de los casos, mientras que si la persona esta sana, el test da positivo en el 4 % de los casos (falso
positivo). Se elige una persona al azar de esa poblacion.

a) (1.25 puntos) Calcule la probabilidad de que, habiendo dado positivo el test, la persona esté enferma.

b) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma y el test salga negativo.

c) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que saliendo el test negativo, la persona esté enferma.

Solucioén:

Sea A = "padecer la enfermedad"y B = "Dar positivo en el test"

0.92
B

0.15 A
0.08 BC
0.04 B

0.85 AC
0.96 BC

a) Por la Probabilidad Total, se tiene que
P(B) = P(A) - P(B/A) + P(A°) - P(B/AC) =0.15-092+0.85:0.04 =0.172

Por el Teorema de Bayes:

P(ANB) _ 0.15:0.92

= = 0.8023
P(B) 0.172

P(A/B) =
La probabilidad de que, habiendo dado positivo el test, la persona esté enferma es de 0.8023
b) P(ANB¢) =0.15-0.08 = 0.012
La probabilidad de que la persona esté enferma y el test salga negativo es de 0.012

c) Por el Teorema de Bayes:

P(AnBS) _ 0.15-0.08
P(BC) ~ 1-0172

P(A/B®) = = 0.0145

La probabilidad de que saliendo el test negativo, la persona esté enferma es de 0.0145
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Ejercicio 6.-

En una comunidad de vecinos, el 90 % de sus miembros tiene vehiculo propio, el 40 % hace uso del transporte publico y un
3 % ni tiene vehiculo ni usa el transporte publico. Se elige al azar un miembro de esa comunidad.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que tenga vehiculo propio o use el transporte publico.

b) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que use el transporte publico y no tengo vehiculo propio.

c) (1 punto) Calcule la probabilidad de que use el transporte publico, sabiendo que no tiene vehiculo propio.

Solucién:
Sea A = "Tener vehiculo propio"y B = "Usar transporte piblico". Los datos del problema son:
P(4) =09
P(B) =04
P(A“ nB¢) =0.03
a)¢P(AUB)?
P(ANnB¢)=1-P(AUB)
Sustituyendo:
003=1-P(AUB) © P(AUB) =1-0.03 =0.97
La probabilidad de que tenga vehiculo propio o use el transporte publico es de 0.97

b) éP(A¢ N B)?
P(AnB)=P(B)—-P(ANB)
Calculamos P(A N B)
P(AnB) =P(A)+P(B)—P(AUB)
P(ANB)=09+0.4—-0.97 =0.33
Luego, P(A° N B) = 0.4 — 0.33 = 0.07

La probabilidad de que use el transporte publico y no tengo vehiculo propio es de 0.07

pP(A°nB) _ 0.07
P(a€) T 1-09

¢) P(B/AS) = =0.7

La probabilidad de que use el transporte publico, sabiendo que no tiene vehiculo propio es de 0.7
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Ejercicio 7.-

Para estimar la proporcion de residentes britanicos en Espafia que estan a favor de la salida del Reino Unido de la Unidn
Europea (UE), se toma una muestra aleatoria de 250 de estos residentes, obteniéndose que 115 estaban a favor de dejar de
pertenecer a la UE.

a) (1.5 puntos) Calcule un intervalo de confianza al 99.5 %, para estimar la proporcion real de esos residentes que esta a favor
de la salida del Reino Unido de la UE

b) (1 punto) Manteniendo la misma proporcién muestral y el mismo nivel de confianza del apartado anterior, determine el
tamafio minimo necesario de la muestra, para estimar la proporcion de residentes britanicos en Espaiia que estan a favor de
la salida del Reino Unido de la UE, con un error inferior al 5 %.

Solucion:

a) Sean = 250

=2 =046=q=1-046=054
250

n.c =99.5%

1+0.995

=0.9975 = z,,, = 2.81
Calculamos el intervalo de confianza con estos datos: IC = (p —Zg/2 " ’p—:,p + Zg/p /%)

Ic = (0.46 —-281- /0'426;;'54, 0.46 + 2.81 - /%) = (0.3714; 0.5485)

El intervalo de confianza para estimar la proporcion real de los residentes que estan a favor de la salida del Reino Unido de la
UE, con un nivel de confianza al 99.5 % es IC = (0.3714;0.5485)

b) Vamos a estimar el tamafio minimo de la con un error inferioral 5 % (E < 0.05)

_ p-q
E=zap- |5

Despejando n, obtenemos que:

Sustituyendo:

2
n= (ﬂ) 046 - 0.54 = 784.56
0.05

Por tanto, el tamafio minimo de la muestra con un error inferior al 5 % debe de ser de 785 personas.
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Ejercicio 8.-
Sea X una variable aleatoria que sigue una ley Normal de media poblacional desconocida y desviacion tipica 4.
a) (0.5 puntos) ¢ Cudl es la desviacion tipica de la distribucion de las medias de las muestras de tamafio 12 de la variable
aleatoria X?
b) (1 punto) Para estimar la media poblacional de la variable X, se toma una muestra aleatoria de tamafio 12, obteniéndose
los siguientes resultados
11.8 10 98 12 9.7 108 9.6 113 104 122 9.1 105
Con los datos obtenidos de la muestra, determine un intervalo de confianza al 97 % para estimar la media poblacional.
c) (1 punto) Calcule el tamafio minimo que debe tener una muestra, para que, con el mismo nivel de confianza, el error
cometido al estimar la media poblacional sea menor que 1.2

Solucion:
a) X~N(u,0) = N(u,4)
4 o 4
Entonces, X~N (u, ﬁ) =N (u, \/T_z) = N(y; 1.15)
Por tanto, la desviacion tipica de la distribucion de las medias es: 1.15

b) Calculamos la media de los datos:

11.8+10+9.84+12+9.7+10.84+9.6+11.3+10.4+12.2+9.1+10.5 __
12

X = 10.6

n.c=97%

1+0.97

=0.985 = 7., = 2.17

Calculamos el intervalo de confianza con estos datos: IC = (3? — Zg/2 -%n; X+ 24/ %)

IC =(10.6 —2.17-1.15;10.6 + 2.17 - 1.15) = (8.1045; 13.0955)
Por tanto, el intervalo de confianza es (8.1045; 13.0955)
c) Calculemos el tamafio minimo de la muestra tal que E < 1.2
(2
E=za4p

Despejando n:

n= (Za/z'U)Z
n

a2
Sustituyendo: n = (2;724) =52.321

Por tanto, el tamafo minimo de la muestra con un error inferiora 1.2 esden = 53
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